Glava 6: Potpun sistem jednacina elektrodinamike

U sistemu Maxwellovih jednacina

divD = p, divB =0,

1
rotE:—@, rotH:j+@, )
ot ot

ima viSe nepoznatih nego Sto ima jednacina, stoga njima moramo dodati izvesne dopunske
jednacine, koje bi sa Maxwellovim jednacinama c¢inile potpun sistem jednacina elektrodinamike.

Ovim jednacinama treba da budu izraZzeni izvesni dopunski uslovi o elektri¢noj i magnetnoj

polarizaciji kao i o provodljivosti sredine.




1. Elektrodinamicke jednacine sredine

Oblik ovih jednacina zavisi od prirode i stanja sredine kao i od samog elektromagnetnog polja i
predstavljaju bitne karakteristike sredine. To su jednacine koje karakteriSu sredinu i nazivaju se

elektrodinamicke jednacine sredinel. Te jednacine su oblika

D = D(E,B)
H = H(E,B) (2)
i=1i(EB)

koje se dobijaju bilo empirijski, bilo metodama teorijske fizike.

U elektrostatickom, odnosno magnetostatickom polju supstancijalne jednacine za neprovodnu

sredinu imaju jednostavan oblik:

p=0
j=0

3
D=¢,cE )
B=puuH

gde su ¢ i u konstante. Nazivamo ih relativnom dielektricnom propustljivoséu sredine, odnosno

relativnom magnetnom propustljivo$¢u. Kao Sto vidimo, jednacine sredine (3) su linearne.

Molekuli ovakvih sredina su najéeSce elektroneutralni, pa se makroskopska gustina struje i
naelektrisanja svode na gustine naelektrisanja i struje slobodnih naelektrisanja, ali i one su jednake

nuli. Sredine ko dkojih prethodne formule vazZe i u sporo promenljivom elektromagnetnom polju

p=0
j=0
D(r,t) = g,¢E(r,t)
B(r, ) = suH(r 1)

(4)

zvacemo Maksvelovi dielektrici.

Ukoliko se provodna sredina nalazi u statickom polju onda je

p=0

j=oE )
D=¢,cE

B=puuH

gde je o provodnost sredine. Prva jednacina je posledica elektroneutralnosti sredine. Druga

jednacina je Omov zakon koji daje vezu izmedu makroskopske gustine struje i elektricnog polja.

! Nazivaju se i supstancijalnim ili materijalnim jednaéinama.



Ukoliko jednacine (5) vaZe i za promenljiva polja, onda se takva sredina naziva Maksvelov
provodnik. Provodna sredina ne dozvoljava postojanje zapreminske gustine naelektrisanja
(pokazati ovo tvrdenje polazedi od jednacine kontinuiteta i Omovog zakona).
Ako je sredina anizotropna’ onda su veli¢ine &,u,o tenzori dielektricne propustljivosti,
magnetne propustljivosti odnosno provodnosti. Jednacine (5) postaju
Ji(r,t) :O-ijEj(r’t)
D;(r,t) = &, E;(r,1) (6)
Bi(l’,t) = ﬂoﬂinj(r’t)
Prethodne jednacdine su lokalne i simultane, tj. sredina je bez disperzije3.
Elektrodinamicka reakcija sredine, koju odreduje polarizacija i magnetizacija, u trenutku t zavisi od
polja i osobina sredine u ranijim trenutcima vremena. Ovakve sredine se nazivaju sredinama sa

vremenskom disperzijom. Dakle, kod sredina sa vremenskom disperzijom veza izmedu polarizacije,

odnosno magnetizacije i polja je

t
P(r,t) = j dt’ f,(r,t,t)E, (t',r)
(7)
M, (r,t) = j dt g, (r,t,t)H,(t'r)
gde su fij i g; funkcije koje zavise od sredine. Elektrodinamicke jednacine linearne sredine sa

vremenskom disperzijom su

D.(r,t) = j dt'F; (r,t,t)E, (t',r)
B,(r,t) = jdt’Gij (r,t,t)H, (t',r) (8)
ji(r,t)= j dt’ K (r,t,t")E; (t',r)

Tenzori F;(r,t,t"), G;(r,t,t')i K;(r,t,t') su u vezi sa tenzorima f; i g; i karakteridu sredinu. Ako

je sredina stacionarna, tj. njene osobine se ne menjaju sa vremenom, jezgra linearnih operatora

F

ij’

G;i Kjzavise od razlike t—t" a ne od t i t' ponaosob. Za stacionarne sredine vrednosti

jezgara integralnih operatora se ne menjaju pri vremenskim translacijama, tj.

F; (rit+z,t'+7)= Fij(r,t,t') (9)

2 Sredina je izotropna ako su karakteristike sredine iste u svim pravcima.
3 Sredina bez disperzije je seredina ¢ije karakteristike ne zavise od frekvencije i talasnog vektora elektromagnetnog
polja.



za proizvoljno 7. Specijalno ako izaberemo 7 =—t" dobijamo
I:ij = Fij(r!t_t') (10)

Supstancijalne jednacdine za stacionarne sredine sa vremenskom disperzijom su

D.(r,t) = j dt'F, (r,t—t)E, (t',r)
B.(r,t) = jdt’Gij (rt-t)H,(t.r)) (11)
j.(rt) = j dt' K, (r,t—t)E, t',r)

Ukoliko npr. vrednost vektora elektricne indukcije u tacki r zavisi od jacine polja u okolnim

tackama onda to nazivamo prostornom disperzijom. Vremenska disperzija, zbog konacnosti

prostiranja elektromagnetne interakcije uvek prati prostornu disperziju. Dakle, za sredine sa

prostorno-vremenskom disperzijom supstancijalne jednacine imaju slededéi oblik

t

D,(r,t)= [ dt’ [d°r'Fy(r,r',t, t)E, (t',r")
t

B.(r,t) = j dt’ j d°r K, (r,r', L, t)H, (1) (12)
—too

(o= [ dt' [d°r'Gy(r,r L t)E(t,r)

Oveveze su linearne. Ako jezgra sva tri integralna operatora u prethodnim jednacinama zavise od

razlike r-r' , tj. ukoliko je
t
D.(r,t) = j dt'jd?’r F (r—r tt)E, (1) (13)

onda takve sredine nazivamo homogenim. Tenzor F; je translaciono invarijantan, tj.
F(r.,r)=F;(r+a,r'+a) (14)
gde je a proizvoljan vector. Specijalno za a=—r" sledi
F=Fr-r). (15)
Sredina moze, u opStem slucaju, biti nelinearna. To su sredine kod kojih veza izmedu polarizacije,

odnosno magnetizacije i polja nije linearna. Npr. sredine koje se nalaze u spoljasnjim jakim poljima

su nelinearne. kod njih je npr. veza izmedu polarizacije i elektriénog polja data sa

P =& E; + &0 E B+ Eoiion E B E +.. (16)
gde su &, Kiﬁi) [ Kéi,)m koeficijenti. Ove veze mogu biti koplikovanije.



2. Elektricna i magnetna permeabilnost

Pri relativno slabim poljima u vecini slu¢ajeva ukoliko je veca jalina elektricnog polja, utoliko je

vece | usmeravanje dipola u pravcu elektricnih linija sila, te je utoliko veca i jacina elektricne

polarizacije
P(r,t) = g,xE(r, 1) . (17)
Ovde koeficijent « je faktor srazmernosti, koji je neimenovana veli¢ina, moZe zavisiti od poloZaja i

vremena i naziva se elektricna susceptibilnost. Linearna proporcionalnsot izmedu veli¢ina P i E

vazi samo u slucaju:
e slabog polja (dok porastom jacine polja polarizacija moze teziti saturaciji, a moZe nastati i
jonizacija — proboj),
e kolinearnost vektora P i E vazi¢e samo u slucaju izotropne sredine, a
e Jokalnost dejstva znaci da jacina elektricne polarizacije u nekoj tacki M u trenutku t zavisi
samo od jacine elektricnog polja u istoj tacki M i u istom trenutku t.
Tada prema definiciji vektora elektri¢ne indukcije imamo
D=gE+P=gE+¢xE=¢,(1+x)E, (18)
¢ime smo eliminacijom veli¢ine P nasli vezu izmedu D i E, koju moZemo napisati u obliku
D=¢E, (19)
gde smo stavili
E =&y, g =l+xk. (20)

Ovako uvedena veli¢ina & naziva se dielektricna konstanta ili elektricna permeabilnost, a velicina

g, relativna dielektricna konstanta. Prva veli¢ina ¢ je imenovana, tj. ima dimenziju istu kao i &,,

dok druga ¢, je neimenovana i bilo koja od ovih veli¢ina karakteriSe sredinu u pogledu

sposobnosti polarizacije.

Na slican nacin, iskustvo pokazuje da je pod istim uslovima Cesto i jaCina _magnetne

polarizacije srazmerna jacini magnetnog polja, pa stoga i vektoru magnetne indukcije

M(r,t) = y H(r,t), (21)

gde koeficijent y zavisi od prirode sredine kao i od poloZaja i vremena i nativa se magnetna

susceptibilnost. Tada je prema definiciji vektora magnetne indukcije

H=-2B-mM=1m, (22)

Ho X

a otuda



M=—2>—B, (23)
Ho(1+ %)
odakle proizilazi
B=uH, (24)
gde je
M= Hotty, H=1+ 7. (25)

Veli¢ina u naziva se magnetna permeabilnost, a u, relativna magnetna permeabilnost, pri cemu

je takode prva veli¢ina imenovana, a druga neimenovana.
Najzad, postoji jo$ jedna materijalna jednacina, koja karakteriSe provodljivost sredine. Ukoliko je

veca jacina ukupnog elektricnog polja, utoliko je veca i pokretljivost slobodnih elektrona ili jona, te

je utoliko veca i indukovana strujna gustina unutrasnjih slobodnih naelektrisanja

J(rt)=cE,(r1), (26)

gde faktor srazmernosti o zavisi od prirode sredine kao i od polozaja i vremena i naziva se

specificna provodljivost sredine. Ukupno elektricno polje, pored elektricnog polja o kome smo do

sada govorili i koje je odredeno Maxwellovim jednacinama, moze sadrzavati i izvesno dopusnko
elektricno polje, koje nastaje pretvaranjem drugih vidova energije u elektri¢nu. Takvo polje nastaje
na pr. pri pretavaranju hemijske energije u elektri¢cnu u galvanskom elementu ili pri pretavaranju
toplotne energije u elektricnu u termoelementu i ovakvo dopunsko polje zvaéemo strano
elektri¢no polje, a njegovu ja€inu ozna¢imo sa E* . Tada je
E,=E+E™, (27)
pa relacija (26) dobija oblik
j,=c(E+E"). (28)
Ovako dobijene relacije (19), (24) i (28), koje vaze samo pod navedenim uslovima i predstavljaju
dopunske relacije elektrodinamike izmedu jacina polja, vektora indukcije i strujne gustine
D=¢E, B=uH, j,=c(E+E") (29)
nazivaju se materijalne jednacine ili jednacine stanja sredine. One karakteriSu sredinu u pogledu
elektricne i magnetne polarizacije kao i elektricne provodljivosti i preko njih se uvode
karakteristike sredine (g,y, 0') kao i strano elektricno polje. Ukoliko su sve ove veli¢ine
konstantne, tj. ako je sredina homogena, izotropna i bez disperzije, elektromagnetna polja u

takvim sredinama su veoma slicna elektromagnetim poljima u vakuumu i stoga éemo ovakve

sredine zvati vakumu sli¢ne sredine.




3. Slozeniji slucajevi

U svim navedenim materijalnim jednadinama (29) implicitno su sadrzani navedeni uslovi pod

kojima ove jednacine vaZe. To mozemo ilustrovati detaljnijom analizom jednacine P =g xE,

prema kojoj je vektor P u nekoj tacki M u trenutku t kolinearan i linearno proporcionalan vektoru
E u istoj tacki i u istom trenutku. Samo ako je sredina izotropna, uticaj elektricnog polja na
polarizaciju je isti u svim pravcima, tako da se polarizacija sredine vrsi uvek u pravcu linija sila
elektricnog polja, tj. P je kolinearno sa E. Linearna proporcionalnost izmedu ovih veli¢ina vazi
samo za slaba polja, jer samo tada je uredivanje dipola direktno srazmerno jacini elektri¢nog polja,
dok u slucaju sve jacih polja polarizacija sve sporije raste i moze teziti saturaciji, a moze nastati i
jonizacija. Najzad, gornja relacija kazuje da se radi o lolanom dejstvu, jer je vrednost jacine
elektricne polarizacije u nekoj tacki M u nekom trenutku t odredena samo vredno$cu jacine
elektricnog polja u toj tacki i u tom trenutku, a ne i vrednostima jacine polja u okolnim tackamai u
ranijim trenucima.

Ako je mterijalna sredina anizotropna, kao $to su na pr. kristali, polarizacija sredine se vrsi ne samo

u pravcu elektri¢nih linija sila, ve¢ u svim pravcima ali sa raznim doprinosima u pojedinim
pravcima. Iskustvo pokazuje da su u ovom sluéaju komponente jacine elektricne polarizacije

linearne funkcije komponenata jacine elektricnog polja

3
P=P,+&2 xE. (i=1273), (30)
k=1

gde smo radi konciznosti komponente vektora oznacili indeksima 1,2,3. Matematicki to je

ekvivalentno razvoju funkcija P,(E;,E,, E;) u Makleronov red

k=1 k

P(E,E,,E,) = P(0,0, 0)+23:Ek [%} .. (31)
0

a zbog pretpostavke o slabom polju veli¢ine E, bi¢e male, te se mogu zanemariti vidi lanovi, ¢ime
dobijamo relacije gornjeg oblika. Ovde je najéeS¢e P, =0, tj. u odsustvu elektri¢nog polja nema ni

polarizacije, ali ima sredina kod kojih je P,#0, tj. gde ima zaostale polarizacije, to su tzv.

piroelektrici.
Ako se ograni¢imo na ovaj slucaj, prema definiciji vektora elektri¢ne indukcije

D =&k +R (32)



vidimo da ¢e tada komponente vektora elektricne indukcije biti linearne homogene funkcije

komponenata jacina elektricnog polja
3
D =>&E (i=1273). (33)
k=1

Odavde vidimo da u anizotropnim sredinama vektori D i E vise nisu kolinearni, a dielektri¢na
konstanta ima tenzorski karakter. Gornje relacije moZzemo napisati i u ekvivalentnom simboli¢kom
obliku

D=¢-E, (34)

gde je £ tenzor dielektri¢ne konstante sa komponentama &, . Pri tome se pokazalo da je u slucaju

termodinamicke ravnoteze u elektrichnom polju ovaj tenzor simetrican, tj. &, =&, i ima sve tri
svojstvene vrednosti pozitivne, ali uprisustvu spoljaSnjeg magnetnog polja situacija je sloZenija,
tada je g,(-B)=—¢,B.

Izvesne sredine, koje se pri relativno slabim poljima pokoravaju ovakvim relacijama, pri dovoljno

jakim poljima pokazuju nelinearno ponasanje, na pr. oblika
D =) &lE, + . ePEE,, (35)
k ko1

takav slu¢aj imammo na pr. kod lasera i na tome se bazira nelinearna optika. Sli¢ne rlacije vaze i
izmedu magnetnih veli¢ina B i H, kao i izmedu strujne gustine j, i velicina E i E™ i

ogranicavajuci se na slucaj linearnih relacija bez nezavisnog ¢lana, imaéemo
3 3
— 1 — str
B; —Zﬂika: Lsi _Zaik(Ek+Ek ), (36)
k=1 k=1

gde su takode svi koeficijenti 1, i o, nenegativni. Napomenimo jos da je anizotropija mnogo jace
izrazena kod elektriénih veli¢ina, tako da se kod magnetnih u izvesnim slucajevima moze
zanemariti.

U slucaju segnetoelektrika i feromagnetika iksustvo pokazuje da jacina polarizacije nije vise
linearno srazmerna jacini elektricnog odnosno magnetnog polja. Na pr. za feromagnetike zavisnost
M = f(H) nije viSe ¢ak ni jednoznacna funkcija i prikazana je zatvorenom petljom, ova pojava

poznata je pod imenom histerezis (Slika 1).



Slika 1: Histerezis

U ovom slucaju pojmovi magnetne susceptibilnosti i permeabilnsoti gube smisao, jer su oni
uvedeni pod pretpostavkom da je jaCina magnetne polarizacije linearno srazmerna jacini
magnetnog polja. Ako se ipak Zeli formalno sacuvati relacije (17) i (24), ovi pojmovi se moraju
definisati kao

def M def B
X = Fv H= ﬁ;
ali one zavise od H i gube smisao za H =0. Umesto njih katkad se operiSe sa srednjom
vrednoss$éu ovih velicina u ciklusu histrezisa, ali ima vise smisla umesto njih uvesti veli¢ine

def d M def dB

M 2de 37
daH ST 87)

X

koje takode zavise od H i daju nagib krivih M = f(H) i B=¢(H) u posmatranoj tacki. Ovako
definisane veli¢ine nazivaju se diferencijalna susceptibilnost i diferencijalna permeabilnost i iz ovih

relacija neposredno proizilazi
M= r'(H)dH,  B=u'(H)dH, (38)

$to u ovom sluéaju moZe zameniti materijalne jednacine (21) i (24).

Ako dejstvo polja nije lokalno, kao na pr. kod visokofrekventnih pojava, jacina elektricne

polarizacije u nekoj tacki M nece vise biti odredena samo vrednosc¢u jacine elektriénog polja u toj
tacki, ve¢ i njenim vrednostima u ostalim, pre svega susednim tackama. Iskustvo pokazuje da je

(Slika 2) doprinos elektricnog polja u nekom elementu zapremine dV ' ma kojoj komponenti jacine



elektricne polarizacije P u tacki M za homogene i anizotropne sredine pri relativno slabim poljima

linearna funkcija komponenata jacine polja u ovom elementu kao i njegovoj zapremini

dPi(r,t):gOiKik(r—r') E (r)dv'. (39)

Slika 2: Dejstvo polja nije lokalno.

Ovde faktori srazmernosti «, , napisani po analogiji sa relacijom (30) za P, =0, zavise od prirode

sredine i njihovog relativnog vektora poloZaja i brzo opadaju sa udaljavanjem od tacke M. Ukupna
jacina elektri¢ne polarizacije u tacki M bice jednaka zbiru svih doprinosa, tj.
3
Rt =6 [K(r—r)E(r)av". (40)
k=1v
Tada ¢e i veza izmedu vektora elektriéne indukcije i jaCine elektriénog polja biti istog, integralnog
tipa, tj.
3
D(r,t) = [ &, (r—r)E(r)dv" (41)
k=1v
po analogiji sa relacijom (13).
Ukoliko je jezgro &, (r—r') razlic¢ito od nule samo u neposrednoj okolini 6V tacke M, a u svim
ostalim tackama jednako nuli, integracija se svodi samo na oblast 6V , gde moZemo uzeti da je

jacina elektri¢nog polja ista jednaka E(r), pa dobijamo
3 3
D/(r) =Y E ([ & (r—r)dv' =" (N E(r), (42)
k=1 SV k=1

a to je jednacina oblika (17). Na sli¢an nacin, vrednost vektora D u nekom trenutku t ne mora biti

odredena samo jacinom elektri¢cnog polja E u istom trenutku, vec i njenim vrednostima u svim

10



ranijim trenutcima.Usled toga i vrednost vektora D takode zavisi i od vrednosti jaCine polja E u

svim ranijim trenutcima, Sto za relativno slaba polja moZzemo napisati u obliku

D=3 [ 6 (t-t)E, @)t (43)

k=1 _o
gde izraz po dzankom integrala predstavlja doprinos elektriénog polja u nekom intervalu vremena

(t,t+dt) vrednosti vektora elektricne indukcije u trenutku t. Sli¢ne relacije mogu se uspostaviti i

izmedu veli¢ina B i H, kaoiizmedu j, i E+E™.

4. Potpun sistem jendacina

Maksvelove jednacine za materijalne sredine i materijalne jednacine za sredine bez disperzije u

slu€aju slabih i niskofrekventnih polja, moZemo napisati u tenzorskom obliku

divD = p, divB =0,
B . oD
rotE = —a—, rotH = j +a—, (44)
ot ot
D=2E, B=4H, j,=6(E+E").
Ovim jednadinama odgovara sistem od osam skalarnih Maksvelovih jednadina i devet
odgovarajucih skalarnih materijalnih jednacina. Gornji sistem jednacina predstavlja potpun sistem
jednacina elektrodinamike i pri datim uslovima potpuno odreduje elektromagnetno polje u

posmatranoj materijalnoj sredini.

Za homogene i izotropne sredine bez disperzije, kad materijalne jednacine dobijaju oblik D=¢E,
B=uH i j= O'(E-l— ES”) sa skalarnim i konstantnim koeficijentima ¢, ux i o, moiemo
eliminisati & i 4 pomocu prve dve od ovih jednacina, ¢ime se ovaj system svodi na
. 1 .
divE==p, divB=0,
£
oB . oE
rotE=——, rotB = uj+eu—0, (44)
ot M)+ Eu ot
j,=oc(E+E™).
Ove jednacine imaju isti oblik kao i Maxwellove jednadine za vakuum, stoga smo ovakve sredine i

nazvali vakuumu slicne sredine. Odgovarajuéi sistem skalarnih jednacina sastoji se iz osam

Maxwellovih jednacina i tri skalarne materijalne jednacine.

11



Ovaj sistem jednacina treba upotpuniti diferencijalnim jednacinama kretanja naelektrisanih Cestica
u posmatranom elektromagnetnom polju. Prema opstoj relativistickoj jednacini dinamike,
diferencijalna jednacina kretanja nekog uoSenog naelektrisanja ¢, (i=12,3,...,N) ima oblik

i moVi(t)

dt w/l—vf(t)/cz

gde se sve veli¢ine uzimaju u onoj tacki polja gde se nalazi uofeno naelektrisanje ¢, sa vektorom

= q.E(r;,t) + gV, (t) x B(r;, ), (45)

poloZaja I, u trenutku t. Ovih jednacina ima toliko koliko ima naelektrisanja u posmatranoj oblasti
i u njima sem jacina polja E i B figuriSu i nove nepoznate veli¢ine — vektori polozaja r;(t) svih
ovih naelektrisanja.

Ukoliko ova naelektrisanja smatramo tackastim, kao S$to zahteva teorija relativnosti, njihova

prostorna gustina bi¢e jednaka nuli svuda van ovih naelektrisanja, a beskonac¢na u tackama gde se

ona nalaze, Sto se moZze izraziti pomocu Dirakove delta funkcije
p(rt) =2 .q5(r-r(1). (46)
i
Zaista, ako integralimo ovaj izraz po oblasti koja obuhvata sva posmatrana naelektrisanja, prema
definiciji Diracove funkcije ima¢emo
jp(r,t)dv =zqij5(r—ri)dv =>q, (47)
Vv i v i

kao i Sto treba da bude, pri ¢emu istaknimo da izrazi ovakvog tipa ustvari dobijaju smisao tek pri

primeni u procesu integracije. Na slican na¢in moZe se izraziti strujna gustina ovih naelektrisanja
j(l’, t) = Zqivi (t)é‘(r - r| (t)) ’ (48)

jer u svim tackama van naelektrisanja (gde je p =0) ovaj izraz daje j,(r #r;) =0, a u tacki gde se

nalazi neko od ovih naelektrisanja g, bi¢e p(r;) =q,8(0), pa gornji izraz dobija oblik

I(r)=qvi6(0) = p(r)v;, (49)

u oba slucaja u saglasnosti sa definicijom strujne gustinje j=pV.
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